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  چكيده

آشفته به  انيجر. شود يحركت جسم م يبرا يانرژ ابعنبالاتر و كاهش مصرف م يها به سرعت يابيآشفته سبب دست انيدرگ در جر كاهش

هاي آشفته  جريانبررسي كاهش درگ  .مهندسان است موردعلاقهاثرات آن  تحليلمقاوم اجسام دارد،  يرويو ن يمرز هيلا يكه بر رو رييثتأ ليدل

كاهش  سازي شبيه يموجود برا يها در مقاله حاضر روش. دهد را نشان مي ازيموردنمستقيم عددي بسياري از جزئيات  سازي شبيهبه كمك روش 

و وابسته به زمان  ياستوكس سه بعد -ريمعادلات ناو در ابتدا. ندا شده حيتشر بررسي و اختصار به بريفكرويم يها يه با افزودنآشفت جريان درگ

فيبرها بر روي سيال  ياثرگذار .شده است در نظر گرفته شده آورده ياساس اتيفرض به همراه غير نيوتني اليس كي ريذتراكم ناپ انيجر يبرا

گيري  ابسته به تابع توزيع جهتو يونيرنيغتانسور تنش . شود اعمال مي ،در معادله ناوير استوكس غير نيوتني تنش انسورتيك  توسط ،حامل

و بسته شدن پلانك جهت -فوكر معادله حل مختلف يها روشبه بررسي در اين پژوهش . شود پلانك بيان مي- توسط معادله فوكركه  فيبرها است

  .شده است رداختهپ استوكس-ريمعادلات ناوحل 
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Abstract 

Drag reduction in turbulent flows allows achieving of higher speeds and reducing energy consumption in the 

motion of submerged objects. An efficient technique for drag reduction uses dilute solutions of microfibers. In 

this paper, a review of available methods for the simulation of turbulent drag reduction by microfiber additives 

is presented. To compute the turbulent flow, the direct numerical simulation (DNS) technique is employed. The 

effect of the fibers on the flow is described by a non-Newtonian stress tensor, involving the distribution of fiber 

position and orientation. The fiber dynamics is governed by a Fokker-Planck equation. The computation involves 

a numerical solution of three-dimensional, time-dependent Navier-Stokes equations for the incompressible flow 

of a non-Newtonian fluid. In this article, various methods for solving the Fokker-Planck equation are reviewed. 
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  مقدمه - 1

 صنعت، در آشفته هاي جريان گسترده كاربردهاي دليل

 اهميت از ها جريان از دسته اين فيزيك بنيادي درك و مطالعه

 كه است يانيجر آشفته جريان .است برخوردار اي ملاحظه قابل

 و نامنظم حركاتي داراي جريان رينولدز، عدد افزايش با

 مانند ياتيخصوص داراي ها جريان اين. شود مي سازمان بي

 زماني و مكاني پيوسته طيف زماني، و مكاني نظمي بي

 سريع اختلاط و بودن آشوبناك بودن، بعدي سه ها، مقياس

 توسط مومنتوم، نفوذ افزايش دليل به آشفته جريان در. هستند

نمايه  ،)جاروب فرآيند( ديواره نزديك در سرعت پر هاي بسته

 .شود مي تر تخت آرام نجريا مقايسه با در مرزي لايهسرعت در 

 ديوار روي بر متوسط سرعت گراديان افزايش معناي به اين

 موجب سرعت گراديان افزايش ،نيوتن لزجت قانون طبق. است

اصطكاكي  درگ افزايش نتيجه در و برشي تنش افزايش

 درگ ملاحظه قابل افزايش باعث آشفتگي بنابراين، ؛شود مي

 سطوح روي بر اكياصطك درگ نيروي. گردد مي اصطكاكي

 مقدار داراي ،كم انحناي دارايسطوح  همچنين و صاف

 افزايش موجب جريان از ناشي درگ نيروي .است يتوجه قابل

 اقتصادي وري بهره كاهش نتيجه در و انرژي مصرف توجه قابل

 مسائل در بنابراين ؛شود مي ستيز طيمح آلايندگي افزايش و

. هستيم آشفته درگ كاهش براي راهي دنبال به صنعتي

 در بسيار جويي صرفه سبب تواند مي آشفته درگ كاهش

هاي  بهبود عملكرد فني و اقتصادي سيستم و انرژي مصرف

  .سيالاتي گردد

 رفعاليغهاي  روش ،دو روش عمده در مسائل كاهش درگ

وابسته به ها  از روشكاربرد هر كدام . هاي فعال هستند و روش

براي كاهش  رفعاليغهاي  روش در. مسئله داردشرايط فيزيكي 

يك سيكل بسته انجام  صورت بهكنترل آشفتگي  ،پديده درگ

. گيرد مورد بررسي قرار نمينيز آن  بازخوردبنابراين  ؛شود نمي

براي كاهش  موردنظرافزودن يك اثر  لهيوس بهدر اين روش 

، تزريق ميكروحباب ]2 و 1[مانند افزودن فيبر و پليمر درگ 

ها و پوشش سطح با مواد  ، سرفاكتانت]4[ا ه ، ريبلت]3[

اما در روش  ؛گيرد كنترل آشفتگي صورت مي] 5[هيدروفوبيك 

بازخوردي در يك سيكل بسته  صورت بهفعال، كنترل آشفتگي 

توان در كارهاي  مطابق اين روش، مي. دشو مي انجام

آزمايشگاهي از يك ديواره هوشمند داراي حسگر و عملگر 

هاي جريان  اين روش با نزديك شدن گردابه در. استفاده كرد

را شناسايي كرده و عملگرها را  ها آنآشفته به ديواره، حسگرها 

ها، ديواره را  كند، عملگرها با توجه به نوع گردابه فعال مي

ها از بين بروند و يا  دهند كه گردابه حركت مي يا گونه به

واره بدين ترتيب جريان آشفته در نزديك دي. تضعيف شوند

]. 6[گيرد  تر شده و كاهش پديده كاهش درگ صورت مي آرام

 با رفعاليغروش هاي مورد بررسي در اين پژوهش از  تئوري

  .استجريان سيال آشفته افزودن فيبر و پليمر در 

و ) فيبر(اي مانند  پليمرها به دو دسته صلب ميله

 پذير در برابر پليمرهاي انعطاف. شوند تقسيم مي ريپذ انعطاف

درگ را در سطح بالاتري كاهش مي) فيبرها(پليمرهاي صلب 

دهند، اما به دليل ناپايداري و خاصيت ارتجاعي در يكديگر 

از دست مي در كاهش درگ و خواص اوليه خود را فرورفته

پذير نيز در از پليمرهاي صلب و انعطاف زمان هماستفاده . دهند

كردن هر كدام  كه از استفاده زمينه كاهش درگ كاربرد دارد

در اين مورد  1پاشكويتز. گردد مجزا مؤثرتر واقع مي صورت به

كارهاي آزمايشگاهي  و در] 7[ تحقيقاتي انجام داده است

  .شود ديده مينيز  2توندر و همكاران دن

ن درصد با افزود 80بيش از حتي كاهش درگ مقادير 

د با ان ها نشان داده آزمايش. مشاهده شده استجريان  پليمر به

 كند اهش درگ افزايش پيدا ميافزايش وزن ملكولي پليمرها ك

رها از مواد مختلفي همچون پلي آكويل در ساخت پليم. ]8[

اكسايد،  لنيات يپلها، كربوكسي متيل سلولز،  ميد، هيدروكربنآ

كه د ديگر و بسياري از موا ]9[ پلي دي متيل سيلوگزان

، استفاده است حاملسيال  وابسته به شرايط دمايي و شيميايي

  .شود مي

تصادفي  طور بهكاهش درگ به كمك پليمرها و فيبرها 

به خاطر . توسط تامس در خلال جنگ جهاني دوم كشف شد

نظامي، اين كشف  مسائلكاربردهاي بالقوه اين تكنولوژي در 

پس از آن اين . مخفي ماند و پس از پايان جنگ منتشر شد

از . مورد مطالعه قرار گرفتاي  نسبتاً گسترده طور بهموضوع 

هاي  ميكروفيبرها در بسياري از فعاليت لهيوس بهكاهش درگ 

هاي فاضلاب،  صنعتي از قبيل عمليات چاه نفت، سيستم

مورد استفاده  ينشان آتشهاي  سازي، لوله ، كشتيها ييايردريز

  .اند قرار گرفته شده

براي تجزيه و تحليل معادلات حاكم بر جريان آشفته روش

روش تحليلي براي . هاي تحليلي، عددي و تجربي وجود دارد

هاي آشفته بسيار پيچيده و مشكل است و همچنين  جريان

 ؛نيست صرفه بهو مقرون  برهاي آزمايشگاهي زمان روش

هاي آشفته از  و تحليل جريانبنابراين براي تجزيه 

                                                             

1 Paschkewitz 
2 Den Toonder 
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عمدتاً سه روش . شده استهاي عددي استفاده  سازي شبيه

مستقيم  سازي شبيه. در اين راستا وجود دارد سازي شبيه

 2هاي بزرگ ادي سازي شبيه، ]11 و 10[ (DNS) 1عددي

(LES) ]12[  3مدل كردن آماري آشفتگيو (RANS) ]13[ .

ترين روش محسوب  دقيق DNS ،از نظر ماهيت محاسباتي

 DNS روش. دگير قرار مي RANSو  DNSبين  LESشود و  مي

در حد  يبند شبكهو با اعمال  يساز مدلبدون هيچ گونه 

4مقياس كولموگرف(هاي جريان  ترين مقياس كوچك
 عنوان به (

به دليل عدم تكامل  .آزمايشگاه عددي شهرت يافته است

هاي محاسباتي  هاي عددي دقيق، عدم وجود ماشين روش

براي  ازيموردنهاي رئولوژيكي  قدرتمند و نيز عدم تكامل تئوري

هاي رقيق پليمري، اين تحقيقات  ونتوصيف جريان سوسپانسي

 تحقيقات دليل، به همين. بوده است رو روبهبا مشكلات فراواني 

 آزمايشگاهي و تجربي مطالعات به محدود معمولاً شده انجام

 حدودي تا حتي و گذشته در اينكه به توجه با. است بوده

 نزديكي در خصوص به آشفته جريان كميات گيري اندازه امروزه

 گيري اندازه اينكه همچنين و است بوده چالش يك ديوار

 بسيار ها آن فضايي گيري جهت مانند پليمري ذرات خواص

 اين ،]14[ دارد خاصي اپتيكي ابزارهاي به نياز و بوده پيچيده

 رو روبه فراواني هاي محدوديت با نيز تجربي هاي پژوهش

 زمينه در پژوهش سال 60 از بيش اينكه عليرغم. اند بوده

 مكانيسم فيبري، و پليمري هاي كمك افزودني به درگ اهشك

 شده شناخته كاملاً امروز به تا ذرات اين توسط درگ كاهش

مقاله به معرفي و شناخت اين پديده پيچيده  اين .نيست

 صورت بههاي مطرح،  ، تحقيقات مختلف و نظريهيافته اختصاص

  .بررسي شده است شده تدوينو بندي  دسته

 .قاله به ترتيب زير سازماندهي شده استماين ادامه 

 سوسپانسيون جريان براي شده گرفته نظر در فرضيات معرفي

 معادلات و تئوري .ارائه شده است 2بخش در  غير نيوتني

 مختلف هاي روش. شود مي بيان 3در بخش  مسئله بر حاكم

 بررسي 4در بخش  پلانك- فوكر معادله عددي سازي شبيه

 .كلي اختصاص يافته است گيري نتيجه به 5بخش و  شوند مي

 

 ت اساسيافرضي -2

تئوري سوسپانسيون فيبري كه در اين مقاله از آن استفاده 

 در معلق فيبرهاي. شده است مبتني بر فرضيات زير است

                                                             

1  Direct Numerical Simulation 
2  large eddy Simulation 
3  Reynolds Averaged Navier-Stokes 
4 Kolmogorov 

 جريان در آزادانه فيبرها. هستند گون بيضي و صلب ،جريان

 فقط جريان روي بر ها آن تأثير و كنند مي حركت سيال

 همه. شود مي گرفته نظر در غير نيوتني تنش تانسور وسيله هب

. شوند مي بررسي يكسان هاي چگالي و ها اندازه با فيبرها اين

 يطول مقياس يعني جريان ساختارهاي از فيبرها اندازه

 )آشفته جريان يك در طولي مقياس ترين كوچك( كولموگروف

 است ممكن فرض اين عملي، كاربردهاي در. است تر كوچك

 جريان براي قبول قابل تئوري يك حالتي چنين در. نشود ارضا

 است باز تحقيقاتي موضوع يك و نبوده موجود سوسپانسيون

 كوچك بسيار استفاده مورد فيبرهاي اينكه دليل به]. 15[

 از و شوند مي گرفته نظر در خزشي ها آن اطراف جريان. هستند

 ذرات و السي ميان سطحي كشش و جريان اينرسي اثرات

 كه شود مي باعث سيال اينرسي حضورترم. دشو مي نظر صرف

  .باشند انتقالي و چرخشي حركت داراي ذرات

ترم،  نيا. است تياهم يدارا ينرسيترم ا ليدل نيبه هم

 با] 16[ و كخ انيسابرامان .شود يم پديدار يواقع يها انيدر جر

ر نظر را د يبرش انيدر جر بريحركت ف ال،يس ينرسيا يبررس

انجام  ينرسيا حضورترمرا در  سازي شبيه زمان همگرفتند و 

 كيرا در  يبراون يبرهايف يدوران ينرسياثرات ا يموسائ .دادند

سيال  ].17[ مورد مطالعه قرار داد بريف قيرق ونيسوسپانس

 .باشد حامل بدون در نظر گرفتن ميكروفيبرها سيال نيوتني مي

در نظر  يسكيو د گون يضيات بذر معرفي يبرا nاز بردار واحد 

طرحواره يك فيبر و بردار ) 1(در شكل . گرفته شده است

 يسكيدر ذرات د. گيري آن نشان داده شده است نرمال جهت

 يبرا. متفاوت است nمحل قرار گرفتن  گون يضيشكل و ب

 گون، يضيذرات ب يعمود بر سطح و برا nبردار  ،يسكيذرات د

يكي از . رديگ يقرار م رهذ يورمح يدر راستا nبردار واحد 

 r = L/a ها آنخواص هندسي مهم فيبرها ضريب منظر 

نصف شعاع استواي  aنصف طول فيبر و  Lباشد كه در آن  مي

 0ذرات كروي، هنگامي كه  r = 1 در حالت خاص. فيبر است

< r < 1 كنند، در حالتي  ذرات به شكل ديسك تمايل پيدا مي

شود و براي  سكي كاسته مياز ضخامت ذرات دي r)0(كه 

 rافزايش هر چه بيشتر  كه با باشد r > 1  تشكيل فيبرها بايد

شدن پيدا ) حالت ديسكي شكل(تر  فيبرها تمايل به نازك

آمده از آزمايشات تجربي،  دست بهكنند و بر اساس نتايج  مي

  براي كاهش درگ مناسب 30از  تر بزرگضريب منظرهاي 
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  n گيري آن ار جهتفيبر صلب و برد -1شكل 

 

البته بايد به اين نكته توجه داشت كه ضريب ]. 5[هستند 

سبب تغيير كيفي در رفتار  100از  تر بزرگحدوداً  منظرهاي

 هاي غير نيوتني نشده و فقط تغييرات كمي را در پي تنش

و  يحركات تصادففيبرهاي معلق در سيال نيوتني داراي  .دارد

مختلف  يها دائماً در جهت اليس هاي مولكول .يوسته هستندپ

اين موجب  و كنند يضربه وارد مفيبرها و به  كنند يحركت م

بنابراين حركت فيبرها بر اساس  ؛شود مي ها آن يتصادف حركت

 حركت براوني دوراني
r

D
 

 و حركت فضايي
s

D يبند ميتقس 

  :شوند مي

)1(  B

s

TK
D

L
∝

µ
 

)2(  B

r 3

TK
D

Lµ
∝

 
l در اين دو معادله فوق 2L=،  2نسبت طول فيبر و -

10×1.381
B

k نسبت حركت براوني . ثابت بولتزمان است =

 دوراني
r

D  حركت فضايي به 
s

D   :از عبارت است 

)3(  
r

s
D

l
D

=  

) چون فيبرهايي در نظر گرفته شده داراي طولي )<<l 1 

 توان طبق رابطه فوق از حركت فضاييباشد، مي مي
s

D  در

براي تعيين غلظت سوسپانسيون نياز . كرد نظر صرفمحاسبات 

دانسيته عددي و كسر حجمي براي  ريف پارامترهايبه تع

  :از اند عبارتباشيم كه  غلظت مي

)4(  P

t

N
n

V
=  

)5(  P P

P

t

V N
nV

V
= =φ  

 بالا هاي رابطه در
P

Nدر موجود ذرات تعداد دهنده نشان 

 .است سوسپانسيون
t

Vو 
P

Vكل حجم دهنده نشان ترتيب به 

2r رابطه چنانچه. است ذرات حجم و حامل سيال 1<φبرقرار 

 تعاملات از توان مي و شود مي حاصل رقيق سوسپانسيون باشد

 تعاملات و) يكديگر روي بر فيبرها فيزيكي تأثير( مكانيكي

 ؛كرد نظر صرف) فيبرها بر حامل سيال تأثير( يكيناميدروديه

 جريان ميدان فقط و است طرفه كي كوپل ديگر عبارت به

 كاهش دليل به. است رگذاريتأث فيبرها روي بر حامل سيال

 نيمه سوسپانسيون كه هنگامي نتايج بودن يكسان و محاسبات

 نظر در رقيق سوسپانسيون شوند، مي محاسبه رقيق و رقيق

 رقيق نيمه سوسپانسيون برقراري ايطشر. است شده گرفته

2r از عبارت است 1 r< <φ φ هيدروديناميكي تعاملات فقط كه 

r گرفتن نظر در با و شود مي گرفته نظر در 1>φ سوسپانسيون 

 هيدرودينامكي و مكانيكي تعاملات آن در بنابراين ؛است غليظ

 در فرضيات به توجه با. شوند مي محاسبه و هستند تيپراهم

 تنش تانسور توسط جريان روي بر فيبرها اثر ،شده گرفته نظر

 شده اشاره آن به ادامه در كه شود مي توصيف غير نيوتني

  .است

  

  معادلات حاكم - 3

 تراكم جريان براي غير نيوتني استوكس- ناوير معادلات

  :شوند مي بيان زير صورت به ناپذير

)6(  0∇⋅ =UUUU  

)7(  ( )N NND
p

Dt
ρ = −∇ + ∇⋅ +

UUUU
τ ττ ττ ττ τ  

، ρ ميدان برداري سرعت ،UUUU اوپراتور نابلا ،∇ كه روابط بالا

 مشتق مادي. باشد ، ميدان فشار ميp و چگالي سيال حامل

  :شوند يمبردار سرعت نيز به شكل زير توصيف 

)8(  D

Dt t

∂
= + ⋅∇

∂
UUUU  

 حامل سيال توسط آمده وجود به Nττττ نيوتني تنش تانسور

  :شود يمقانون لزجت نيوتن ارائه  وسيله به

)9(  N 2= µDDDDττττ  

)10(  ( )1

2
= ∇ + ∇D U UD U UD U UD U Uo o  

 ،DDDD و حامل سيال يكيناميد لزجت ضريب ،µ آن رد كه

غير معادله مواد براي تانسور تنش . است نرخ كرنش تانسور

و بسته  غير نيوتني انيكامل جر فيتوص يبرا NNττττ نيوتني

منظور با در نظر  براي اين. است ازيموردن) 7(شدن معادله 

گرفتن رئولوژي سوسپانسيون رقيق فيبرها، بر اساس تئوري 

  :از عبارت است غير نيوتنيتانسور تنش  رابطه، ]15[ برنر

)11(  
( )

( )
( )

NN

0 1 2

3

4 r

2 : :

2

2 D 3

ψ ψ

ψ ψ

ψ

= µ +µ 〈 〉 +µ 〈 〉

+ µ 〈 〉 ⋅ + ⋅〈 〉

+ µ 〈 〉 −

D D nn D nnnnD D nn D nnnnD D nn D nnnnD D nn D nnnn

nn D D nnnn D D nnnn D D nnnn D D nn

nnnnnnnn

1

1

ττττ

  

در رابطه بالا 
i 0....4=

µتانسور يكه1 ، ضرايب مواد ، 
r

D ضريب ،

نفوذ براوني دوراني 
ψ

〈 〉nnnnnnnnnnnnnnnn و 
ψ

〈 〉nnnnnnnn گشتاورهاي آماري ،
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اپراتور ضرب اسكالر  :گيري و  چهارم و دوم تابع توزيع جهت

ضرايب مواد تابعي از لزجت سيال . باشند تانسورها مي دوگانه

توصيف ( φ و كسر حجمي r، نسبت منظر فيبرها µ حامل

گشتاورهاي آماري دوم و . باشند مي) سوسپانسيونغلظت 

)گيري  چهارم، تابع توزيع جهت ); , tψ n xn xn xn x توسط  باشند كه مي

  :شوند هاي زير ارائه مي رابطه

)12(  ( ) ( ) ( )
s

,t ; ,t dS
ψ

〈 〉 = ψ∫∫nn x n n n nnn x n n n nnn x n n n nnn x n n n no x  

)13(  ( ) ( ) ( )
s

,t ; ,t dS
ψ

〈 〉 = ψ∫∫nnnn x n n n n n nnnnn x n n n n n nnnnn x n n n n n nnnnn x n n n n n no o o x  

 ها آن ييصلب هستند، نقاط انتها برهايكروفياز آنجا كه م

كره  كيرا داشته باشد، سطح  ها يريگ جهت كليهكه  يهنگام

حالت  يفضا يبر رو فوق يها انتگرال .دهد يم ليرا تشكواحد 

 o علامت. رديگ يكه سطح كره واحد است صورت م
بنابراين گشتاورهاي آماري  ؛ضرب دياديك است دهنده نشان

دوم و چهارم به ترتيب بيانگر يك تانسور طبقه دوم و چهارم 

كه هر  شود يدر روابط مربوط به گشتاورها ملاحظه م .هستند

) برهايف يريگ جهت مالاحت عيدو وابسته به تابع توز ); , tψ n xn xn xn x 

 در نقطه nnnnدر جهت  برهايف افتنيكننده احتمال  حيكه تشر

xxxx در زمان انيجر دانياز م t عيتابع توز انيب يبرا. باشد يم 

 يمعادله مركز( ]18[ پلانك- توسط معادله فوكر يريگ جهت

  :شود يتفاده ماس) كوانتوم كيمكان

)14(  ( )n r n
D

t

∂ψ
+ ⋅∇ψ = −∇ ⋅ ψ + ∆ ψ

∂
U nU nU nU n&  

كه در آن 
n

و∇
n n n

∆ = ∇ به ترتيب اوپراتورهاي برداري نابلا و  ∇⋅

/ لاپلاسين بر روي سطح واحد كره، t∂ψ  دهنده نشان ∂

ر فضاي جايي د تغييرات زماني تابع احتمال توسط جابه

جايي در  جابه ψUUUU∇⋅ هاي ، ترمUUUU اقليدسي با ميدان سرعت

) فضايي اقليدسي، )n
−∇ ⋅ ψnnnn& جايي در روي كره،  جابه

r n
D ∆ ψ 

پلانك - نفوذ بر روي كره، ترم اول در سمت راست معادله فوكر

و نفوذ در فضاي حالت با  &nnnnگيري  عت تغيير بردار جهتبا سر

ترم سرعت تغيير بردار . باشد حركت براوني دوراني مي

 1توسط معادله جفري) 14(گيري ظاهر شده در معادله  جهت

  :]19[ شود تشريح مي

)15(  ( ) = ⋅ + κ ⋅ − ⋅ ⋅ n n D n n D n nn n D n n D n nn n D n n D n nn n D n n D n n& ΩΩΩΩ  

  :تانسور نرخ كرنش است ΩΩΩΩ نجايكه در ا

)16(  ( )1

2
= ∇ − ∇U UU UU UU Uo oΩΩΩΩ  

 اساس بر κشكل بيظاهر شده ضر ديترم جد نيهمچن

  :شود يم فيمنظر تعر بيضر

                                                             

1 Jeffery 

)17(  
2

2

r 1

r 1

−
κ =

+
  

ذرات  يمعادله استوكس بر رو يلياز حل تحل يمعادله جفر

هاي مختلف معادله  در اينجا ترم .است حاصل شده گون يضيب

D⋅دوران جسم صلب، nnnnΩΩΩΩ⋅ ترم. كنيم جفري را وارسي مي nD nD nD n 

به دليل اينكه فيبرها صلب  .استتغيير فرم فيبرها  دهنده نشان

 عنوان بهنيز بايد ثابت و  ها آنگيري  بردار يكه جهت ،هستند

) ترم. ها لحاظ شود سي در كليه فرموليك قيد هند )⋅ ⋅n D nn D nn D nn D n 

بر عهده گيري را  بردار جهت داشتن نگهجبران تغيير فرم و يكه 

  .دارد

 

-هاي عددي مختلف براي حل معادله فوكر روش - 4

  پلانك

) شش بعدي(ابعاد بالاي آن  ليدل بهپلانك -معادله فوكر

ند تفاضل محدود، حجم هاي عددي معمول مان روش وسيله به

محدود و اجزاي محدود از نظر محاسباتي بسيار حجيم بوده و 

هاي مختلف ارائه شده براي حل معادله  روش. نيست صرفه به

پلانك -از حل مستقيم معادله فوكر اند عبارتپلانك -فوكر

و روش مدل بستگي ] 22 و 21[، روش تقريب گشتاور ]20[

هاي  تشريح هر كدام از روش در زير به كه ؛]24 و 23[جبري 

  .پردازيم بالا مي

 پلانك با استفاده روش مستقيم- حل عددي معادله فوكر 

روش . شود تقسيم مي رمجموعهيزكه خود به چند 

سازي  ، گسسته]25[هاي كروي گليسن و بورسما  هارمونيك

و روش مستقيم حل ] 26[مستقيم ژاروفسكي و همكاران 

و  ]20[ ين بار توسط موسائياول براياستوكاستيك آماري 

انجام  ]27[هاي تصادفي  هاي ميدان همچنين به كمك روش

پلانك -هاي كروي براي حل معادله فوكر روش هارمونيك. شد

محدود به  ها آنحل . در جريان آشفته كانال استفاده كردند

با تشديد . باشد حالتي است كه حركت براوني دوراني قوي

ميزان مؤثر بودن فيبرها در كاهش حركت براوني دوراني، از 

  .شود يمدرگ كاسته 

در ادامه به بررسي حل مستقيم معادلات حاكم بر جريان  

 2سوسپانسيون فيبر با استفاده از روش مستقيم استوكاستيك

  .شود پرداخته مي هاي تصادفي و ميدان آماري

  

  

 

                                                             

2 Stochastic 
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  مستقيم هاي روش - 1 -4 

راي مطالعه ب ]20[ي استوكاستيك آمار در روش مستقيم

 لاگرانژي استفاده شده دوطرفهاز حل  آشفته رئولوژي جريان

مسيريابي لاگرانژي ذرات توسط رابطه زير تعيين . است

  :شود مي

)18(  =p

p

d
U( , t)

dt

xxxx
xxxx  

مكان ذره در مرحله ) 18(گيري صريح اويلر از معادله  با انتگرال

  :شود زماني جديد حاصل مي

)19(  + = + ∆ ⋅n 1 n n n

p p p
t ( , t )x x U xx x U xx x U xx x U x  

  :باشد بر اساس معادله جفري مي سازي شبيهاين 

)20(  ( ) = ⋅ + κ ⋅ − ⋅ ⋅ + 
D

(t)
Dt

nnnn
n D n n D n nn D n n D n nn D n n D n nn D n n D n nΩ ΓΩ ΓΩ ΓΩ Γ  

ترم استوكاستيك است كه سمت راست معادله  ΓΓΓΓ(t) در اينجا

اگر بخواهيم فرآيند استوكاستيك را . جفري اضافه شده است

براوني چرخشي  حالت(حركت براوني دوراني  سازي شبيهدر 

سيال حامل اطراف  هاي مولكولناشي از بمباران فيبر توسط 

بنابراين  ؛بكار بريم قابل تشخيص نيست) شود آن حاصل مي

 استفاده 1ينامعادله لانژو صورت بهپلانك را بايد -معادله فوكر

  :كرد

)21(  
t

d = ( ,t)dt+σ( ,t)dnnnn μ n n Wμ n n Wμ n n Wμ n n W  

. پلانك است-وكرمعادله فوق داراي پاسخ يكساني با معادله ف

) ترم اول ,t)dtnnnnµµµµ  جايي و ترم  جابه دهنده نشاندر معادله بالا

σ دوم
t

( ,t)dn Wn Wn Wn W پلانك -در معادله فوكر نفوذ دهنده نشان

  :تعريف هستندزير قابل  صورت بههستند كه 

)22(  ( ) = ⋅ + κ ⋅ − ⋅ ⋅ ( , t)n n D n n D n nn n D n n D n nn n D n n D n nn n D n n D n nµ Ωµ Ωµ Ωµ Ω  

)23(  
r

( ,t) 2Dσ =nnnn  

 2تبديل به يك انتگرال ايتو، )21( گيري از معادله با انتگرال

  :شود يم

)24(  ( ) = + µ + σ∫ ∫ /

t t

/ /

t
0 0

t (0) ( ,t )dt ( , t )dn n n n Wn n n n Wn n n n Wn n n n W  

با به دست آوردن . باشد يممرزي اوليه  طيشرا nnnn(0)در اينجا 

) يريگ جهت t )nnnnگيري آماري توان با متوسط مي براي هر فيبر، 

 :كردهاي فيبر محاسبه  گشتاور دوم و چهارم را براي بسته

 )25(  
fN

i i
i 1f

1

Nψ
=

〈 〉 = ∑nn n nnn n nnn n nnn n n  

)26(  
fN

i i i i
i 1f

1

Nψ
=

〈 〉 = ∑nnnn n n n nnnnn n n n nnnnn n n n nnnnn n n n n  

                                                             

1 Langevin 
2 Itô 

در روابط بالا
f

N تعداد فيبرها در هر متوسط گيري است .

گشتاورهاي آماري مرتبه دوم و چهارم به كمك رابطه  با تعيين

تانسور تنش غير نيوتني معادلات ناوير استوكس بسته 

 .شوند مي

حجم  اگرچهدر روش حل مستقيم استوكاستيك 

ضعيف  براوني يبرهايفست، ولي امكان محاسبه محاسبات بالا

سرعت متوسط نسبت  2در شكل . و يا غير براوني وجود دارد

  .به فاصله بدون بعد از ديواره نشان داده شده است

مستقيم  سازي شبيههاي  در راستاي پژوهش بر روي روش

ي تصادفي بر اساس ديدگاه ها دانيمموسائي از روش  عددي

هاي تصادفي براي حل  روش ميدان]. 27[رد اويلري استفاده ك

پلانك، در محاسبه تانسور تش غير نيوتني -عددي معادله فوكر

) 21(بر اساس رابطه لانژواين معادله . شود توسعه داده مي

جايي در فضاي فيزيكي و يك عبارت نفوذ در  داراي ترم جابه

جايي و  هاي جابه بر اساس اين روش ترم. فضاي حالت است

هاي  بر روي يك شبكه ثابت اويلري با استفاده از روش نفوذ

متعارف عددي مانند تفاضل محدود، حجم محدود و يا اجزاي 

موسائي از روش تفاضل محدود در . شوند محدود حل مي

پژوهش بر روي كاهش درگ جريان آشفته كانال بهره گرفته 

كه ) 21(جايي معادله  براي اين منظور، عبارت جابه. است

توسط يك روش . باشد يم يريگ جهتمشتق اول بردار  شامل

  :بالادست مرتبه پنجم گسسته شده است

)27(  − − − −

∂φ
= φ − φ + φ − φ + φ +

∂

5

j 4 j 3 j 2 j 1 j

j

1
( 8 30 80 35 ) O(h )

x 60h
  

ي ريگ انيمكارلو لاگرانژي با -استفاده از روش مونتو سپس با 

ي بر روي ريگ جهتگشتاورهاي دوم و چهارم تابع توزيع 
f

N 

  .نه به حل معادلات پرداخته استفيبر نمو

  

  روش تقريب گشتاور - 2- 4

بر اساس تئوري برنر تانسور تنش غير نيوتني ناشي از فيبرها 

گيري فيبرها  تابع گشتاور دوم و چهارم و تابع توزيع جهت

- ي حل مستقيم معادله فوكرجا بهتوان  بنابراين مي ؛باشد مي

باشد  يي ميپلانك كه نياز به حجم محاسبات بسيار بالا

  .معادلات گشتاورها را حل كرد
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  سرعت متوسط نسبت به فاصله بدون بعد از ديواره -2شكل 

  

معادله ) 13(و ) 12(با استفاده از تعريف گشتاورها و روابط 

  :آيد مي دست بهتكاملي براي گشتاورها 

)28(  
T

r

D

Dt
2 :

2D 3

ψ

ψ ψ

ψ ψ ψ

ψ

〈 〉
= ⋅ 〈 〉 + 〈 〉 ⋅

 +κ ⋅ 〈 〉 + 〈 〉 ⋅ − 〈 〉 
 + − 〈 〉 

nnnnnnnn
nn nnnn nnnn nnnn nn

D nn nn D D nnnnD nn nn D D nnnnD nn nn D D nnnnD nn nn D D nnnn

nnnnnnnn1

Ω ΩΩ ΩΩ ΩΩ Ω

  

ادله تكاملي و شدن گشتاور چهارم در مع ظاهر بهبا توجه 

) 27(وابستگي آن به معادلات گشتاور ششم و بالاتر معادله 

بستگي  مسئلهيك بنابراين  ؛نيست حل قابلبسته نبوده و 

هاي بستگي  بايد از مدل مسئلهبراي حل اين . كلاسيك است

  .شود در زير چند مدل بستگي ارائه مي. استفاده كرد

دل گشتاور كه در اين م ]28[مدل بستگي خطي هند  -1

به گشتاورهاي دوم بسط داده رابطه خطي  صورت بهچهارم 

  .د و مدلي بسيار دقيق استشو مي

)29(  ( )lin

2 2

2 1 ::
35 7

ψ ψ

ψψ

 〈 〉 ⋅ + ⋅ 〈 〉
 
+ 〈 〉〈 〉 = − +  
 
  

nn D D nnnn D D nnnn D D nnnn D D nn

nn Dnn Dnn Dnn DD nnnn DD nnnn DD nnnn DD nnnn D 1  

كند  اين روش زماني دقيق عمل مي ،مدل بستگي درجه دو -2

اين روش از نظر سادگي مورد  .كه فيبرها در يك راستا باشند

  :توجه است

)30(  quad

ψ ψ ψ
〈 〉 = 〈 〉 〈 〉nnnn nn nnnnnn nn nnnnnn nn nnnnnn nn nno  

يابي بين  كه ميان ]29[مدل بستگي هيبريد ادواني و تاكر  -3

براي  .هاي خطي و مدل بستگي درجه دو است روش

  :باشد قابل تعريف مي fهاي مختلف  مقياس

)31(  ( )hyb lin quad1 f f
ψ ψ ψ

 〈 〉 = − 〈 〉 + 〈 〉 nnnn nnnn nnnnnnnn nnnn nnnnnnnn nnnn nnnnnnnn nnnn nnnn  

و  يخط يبستگ يها مدل نيب يمعادله، متوسط وزن نيدر ا

 يمدل بستگ انگريب باشد f=0اگر  .است f سايمق درجه دو

 درجه دوم يبستگ مدل f=1 كه يدر صورت و است يخط

  .است

  ]:30[چانگ ) IBOF( مدل بستگي بر پايه برازش بهينه -4

)32(  

{ } { }
{ }

( ){ }
( ){ }

( )( ){ }

IBOF

1 2

3

4

5

6

ψ ψ

ψ ψ

ψ ψ

ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

〈 〉 = β + β 〈 〉

+β 〈 〉 〈 〉

+β 〈 〉 ⋅ 〈 〉

+β 〈 〉 〈 〉 ⋅〈 〉

+β 〈 〉 ⋅〈 〉 〈 〉 ⋅〈 〉

nnnn 11 1 nnnnnn 11 1 nnnnnn 11 1 nnnnnn 11 1 nn

nn nnnn nnnn nnnn nn

1 nn nn1 nn nn1 nn nn1 nn nn

nn nn nnnn nn nnnn nn nnnn nn nn

nn nn nn nnnn nn nn nnnn nn nn nnnn nn nn nn

S S

S

S

S

S

  

 :]32و  31[مدل بستگي هينچ و ليل 

  

)33(  
2HL

6 :

1 2 : 2 ::
5

ψ ψ ψ ψ

ψ ψψ

 〈 〉 ⋅ ⋅〈 〉 − 〈 〉 〈 〉
 
− 〈 〉 + 〈 〉〈 〉 =  
 
  

nn D nn nn nn Dnn D nn nn nn Dnn D nn nn nn Dnn D nn nn nn D

nn D nn Dnn D nn Dnn D nn Dnn D nn Dnnnn Dnnnn Dnnnn Dnnnn D 1 1  

كه در اين روش گشتاور  ]33[سازي موسائي  طرح نرمال

شود و پس از  مي نظر صرفچهارم در معادله تكاملي گشتاورها 

} محاسبه رد اثر }* *I tr
ψ

= 〈 〉nnnnnnnn شود  مشاهده مي*

ψ〈 〉nnnnnnnn  شرط

با تقسيم كردن . كند ا نميگيري را ارض يكه بودن بردار جهت

گشتاور دوم را در مرحله زماني جديد طبق  I* ها بر لفهكليه مؤ

كند  شود و شرط يكه بودن را برآورده مي رابطه زير محاسبه مي

〉* علامت( بيانگر معادله تكاملي بدون در نظر گرفتن گشتاور  〈

  ).چهارم است

)34(  
*

*I

ψ

ψ

〈 〉
〈 〉 =

nnnnnnnn
nnnnnnnn  

رابر با مدل بستگي درجه دو سازي داراي نتايجي ب طرح نرمال

موسائي . آمده است] 33[باشد كه اثبات آن در مرجع  مي

از روش مستقيم را با ديگر آمده  دست بهگشتاور دوم  ]20[

  .هاي ارائه شده، مقايسه كرده است مدل

گيري  مدل بستگي با استفاده از بازسازي تابع توزيع جهت

توزيع  هاي متداول تابع بر خلاف روش] 34[موسائي 

ψگيري  جهت را با استفاده از بسط فوريه بازسازي كرد و با  

  :آيد مي دست بهاستفاده از آن گشتاور دوم و چهارم 

  

)35(  

( ) ( ) ( ) ( )0 0 2 2 4 4
: :: ...ψ = + + +n V F n V F n V F nn V F n V F n V F nn V F n V F n V F nn V F n V F n V F n

( ) ( ) ( )2 0 0 2 2
:ψ = +n V F n V F nn V F n V F nn V F n V F nn V F n V F n

( ) ( ) ( ) ( )4 0 0 2 2 4
: ::ψ = + +n V F n V F n V F nn V F n V F n V F nn V F n V F n V F nn V F n V F n V F n

4444
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  مختلف هاي روشر د دست بهمقايسه گشتاور دوم  -3شكل 

 

در رابطه بالا 
i

FFFF  توابع پايه فوريه و
n

VVVV ضرايب فوريه نام دارند

  :شوند صورت زير تعريف مي كه به

)36(  ( )ij i j ij

1
F n n

3
= − δnnnn  

)37(  ( )
N

n N
K 0

1 1
2K 1

4 N! =

= + 〈 〉
π

∏V FV FV FV F  

  

هاي بستگي  ك مدلپلان-روش ديگر براي حل معادله فوكر 

كه توسط  هاي بستگي موجود در ادامه مدل. جبري هستند

كدام  هر تشريح و مشكلات ،محققين مختلف ارائه شده است

  .شود گرفته ميمورد بازبيني قرار 

  

  بستگي جبري يها مدلروش  - 3- 4

. گرديدارائه ] 23[نخستين مدل بستگي توسط اورلاندي  

طبق  ،بر اساس تجربه تنيغير نيودر اين مدل تانسور تنش 

  :شود مي بيان رابطه زير

)38(  NN

P
2= µ DDDDττττ  

) كه در آن )P P
, tµ = µ x  ميدان لزجت غير ايزوترپ به دليل

هنگامي كه دو (هاي كششي  در جريان .حضور فيبرها است

. شود تشديد مي) گردابه در خلاف جهت همديگر حركت كنند

در  ميدان لزجت غير ايزوترپهاي تجربي، اورلاندي  طبق يافته

  :پيشنهاد كرد زير صورت بهرا  )37(رابطه 

)39(  
P

:
C

:

 
µ =  

 D DD DD DD D

Ω ΩΩ ΩΩ ΩΩ Ω  

 C  غلظت پليمر  دهنده نشاندر رابطه فوق ثابت مدل است كه

با غلظت بسيار مشكل و در عمل  ثابت مدل ارتباط دادن. است

.است كنرمميغ
P

µشود كه در صورتي ظاهر مي 
T

: S≥D DD DD DD D  و

: :≥D DD DD DD D Ω ΩΩ ΩΩ ΩΩ Ω  از نرخ چرخش باشد و  تر بزرگيعني نرخ كرنش

 شده نييتعهمچنين نرخ كرنش از مقدار از پيش 
T

S تر بزرگ 

نسبت به اين است كه وش، يكي از مشكلات اين ر. باشد

 يعني اگر ناظري بردار سرعت ؛تبديلات گاليله ناوردا نيست

UUUU كند تانسور تنش غيرنوتني حاصل يريگيپرا NNττττ  و ناظري

+ ديگر با سرعت نسبي
* =U U VU U VU U VU U V )VVVVباشد) رعت ثابتبردار س .

براي ارضاي  .آيد مي دست به NN*ττττ غير نيوتنيتانسور تنش 

NN ناوردايي بايد رابطه NN*τ ττ ττ ττ τ==== برقرار باشد.  

توسط دن  )VA(مدل جبري دوم به نام مدل لزج غير ايزوترپ 

كاهش درگ  سازي شبيهبراي ] 35 و 24[توندر و همكاران 

با استفاده از رابطه . فته براي جريان درون لوله استفاده شدآش

براي فيبرهاي بسيار نازك  غير نيوتنيتانسور تنش ) 11(

r→( يابد به رابطه زير كاهش مي:  

)40(  NN :
ψ

= αµ 〈 〉D nnnnD nnnnD nnnnD nnnnττττ  

، تابعي α ، ضريب لزجت ديناميكي سيال حامل وµ كه در آن

  :ضريب منظر فيبرها است r و φاز كسر حجمي 

)41(  
2r

lnr
α =

φ  

در اين مدل فرض شده است كه فيبرها در هر لحظه و در هر 

  :هستند يعني راستا همنقطه با بردار سرعت محلي 

)42(  =
⋅

UUUU
nnnn

U UU UU UU U
  

حاصل رابطه زير  )39(در ) 41(ا جايگذاري رابطه كه ب

  :شود مي

)43(  
( )( )

NN := αµ
⋅ ⋅

U U U UU U U UU U U UU U U U
DDDD

U U U UU U U UU U U UU U U U

o o o
ττττ  

اورلاندي نسبت به تبديلات  مدلاين روش نيز مانند 

اين است كه در  ،مشكل ديگر اين روش. گاليله ناوردا نيست

كارلو -مستقيم عددي از حل مونت سازي شبيهمقايسه با 

〉〉ψ نسور گشتاور دوم متوسطتا 〉 〉nnnnnnnn  در مركز كانال ايزوترپ

هاي سرعت يكسان  و مؤلفه) تانسور كروي نيست(نيست 

بسيار كمتر از  كه است لزجت برشي مشكل ديگر آن. نيستند

  .زند حالت واقعي تخمين مي

] 36[كه اخيراً توسط موسائي  )VAF(مدل بستگي جبري 

باشد  دن توندر مي )VA(اي از مدل  ر واقع توسعهارائه شد كه د

و مشكلات آن را رفع كرده است در اين مدل فرض شده است 

 راستا همكه فيبرها با بردار سرعت نوساني جريان آشفته 

  :هستند

)44(  =
uuuu

nnnn
uuuu

  

)45(  = − 〈 〉u U Uu U Uu U Uu U U  
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〉كه در آن   〉UUUU غير باشد كه تانسور تنش  بردار سرعت مي

  :شود به شكل زير ظاهر مي نيوتني

)46(  
( )( )

NN := αµ
⋅ ⋅

u u u uu u u uu u u uu u u u
DDDD

u u u uu u u uu u u uu u u u

o o o
ττττ  

توان از اندازه بسيار كوچك فيبرها  صحت اين فرض را مي

نتيجه گرفت كه در آن فيبرها توسط بردار سرعت محلي 

هاي انجام شده اين روش براي  سيردر بر .شوند جا مي جابه

تنها مشكل اين مدل  .ينولدزهاي بالا نيز قابل استفاده استر

باشند ولي  متوسط صحيح مي صورت بهها  پاسخاين است كه 

  .هستنداي نادرست  لحظه صورت به

هاي بستگي  اي بين مدل مقايسه ]37[موسائي و همكاران  

هاي توربولانت انجام دادند و به  مهم موجود براي حل جريان

ي خطا و هاي ارائه شده دارا ند كه همه مدلاين نتيجه رسيد

  .هستند قيردقيغهاي  پاسخ

هاي  مدل در راستاي تكامل (VAFC)مدل بستگي جبري 

در نظر گرفتن شرايط فيزيكي بيشتري  با ]38[عباسي  ،جبري

 طور همان. پرداخت VAFبه رفع مشكل مدل  از جريان آشفته

اره را كاهش درگ در نزديك ديو VAF مدلكه بيان شد، 

هاي  در نزديك ديواره مؤلفه. كند يمسازي  شبيه يخوب به

,0سرعت نوساني با يكديگر برابر نيستند  0u v w≠ = به اين . =

عمده درگ اصطكاكي حاصله از جريان آشفته در  كهدليل 

نزديك ديواره است اين مدل كاهش درگ را در سطح مطلوبي 

اما در مركز كانال كه جريان عبوري همگن  ؛دكن مي ينيب شيپ

هاي نوساني سرعت با همديگر برابر هستند  مؤلفه باًيتقراست و 

0u v w= = حاصله از اين مدل در مركز كانال با حل  جينتا =

. يكسان نيست] 20[كارلو موسائي  - دقيق استوكاستيك مونت

 اين مشكل را رفع كرده و پيشنهادي VAFCمدل جديد 

ر كانال با دقت مطلوبي محاسبه سرتاس كاهش درگ را در

در اين مدل تانسور تنش غير نيوتني با استفاده از . كند مي

  :رابطه زير قابل محاسبه است

)47(  
( )( )

( )NN u u u u
τ =αμD: R x,t

u u u u

o o o

o o

  

)در اينجا  )R x,t كز گي سرعت است كه در مرتتانسور همبس

  :باشد كانال داراي خواص زير مي

)48(  
( ) ( ) ( )R x,t u x,t u x,t= 〈 〉o  

R(u,u) 1,R(v,v) 1,R(w,w) 1

R(u,v) 0,R(v,w) 0,R(u,w) 0

≈ ≈ ≈

≈ ≈ ≈
  

در مركز كانال با در نظر گرفتن  موردنظربنابراين شرايط 

گشتاور . آيد مي دست بهويژگي تانسور همبستگي سرعت 

از اين مدل  حاصله يريگ جهتآماري مرتبه دوم تابع توزيع 

 :كارلو موسائي است- دقيق استوكاستيك مونتمطابق حل 

)49(  
1 0 0

1
0 1 0

3
0 0 1

uu

 
 

〈 〉 =  
 
 

  

بعد از ديوار  تابع فاصله بي عنوان بهپروفايل سرعت متوسط 

نشان  4شكل  هاي موجود در مقايسه با مدل در VAFCمدل 

در جريان  اي ملاحظه قابلافزايش سرعت . داده شده است

شود كه نشانه كاهش  يده ميفيبري نسبت به جريان نيوتني د

  .باشد درگ مي

نشان داده  5در شكل  بعد رينولدز بيتنش برشي  نمايه

شود كه تنش برشي در جريان فيبري  ديده مي. شده است

ترم  مطابق .كرده است جريان نيوتني كاهش پيدا نسبت به

  .ژي آشفتگي مؤثر استدر توليد انر توليد در جريان آشفته،
  

  
 هاي روش از آمده دست به متوسط سرعت مسير پروفايل -4شكل 

  مختلف

  

  
  نسبت به فاصله از ديواره تنش برشي رينولدز -5شكل 
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توليد  سميمكانبنابراين كاهش اين كميت موجب تضعيف 

به همين دليل جريان در نزديك ديواره . شود مي آشفتگي

باعث افزايش ضخامت زير لايه لزج خود  نوبه بهكه  هشد تر آرام

  .كاهش درگ بسيار مهم است مكانيسماين پديده در  .شود مي

  

  يريگ جهينت -5

مختلف ارائه شده براي  يها روشدر اين پژوهش 

 يها يآشفته با افزودنجريان كاهش درگ  سازي شبيه

ت معادلا از. و معايب و مزايا هر كدام بررسي شد بريفكرويم

تراكم  انيجر يو وابسته به زمان برا ياستوكس سه بعد-ريناو

با در نظر . استفاده شده است غير نيوتني اليس كي ريذناپ

ثير فيبرها بر روي جريان توسط تانسور تأ ياتيفرضگرفتن 

 غير نيوتنيتنش تانسور  .شوند محاسبه مي غير نيوتنيتنش 

 گيري بيان جهت بر اساس تابع توزيعبرنر مواد معادله  توسط

براي پلانك -بنابراين نياز به حل معادله فوكر ؛شده است

سه روش عمده براي . است يريگ جهتمحاسبه تابع توزيع 

 هاي معادلات روش. پلانك تشريح شده است-فوكرحل معادله 

. اند شده يبررسخلاصه  صورت بهمستقيم عددي  سازي شبيه

بسيار  باتحاسحجم ممستقيم عددي  سازي شبيه روشدر 

. و هزينه بالايي داردزمان  صرف بهاين نياز  كه ؛حجيم است

هاي بستگي جبري با توجه به حجم محاسبات كم و با  مدل

 .پژوهشگران قرار گرفته است موردتوجهداشتن نتايج مطلوب، 
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